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Bổ sung: Kiểm định Lagrange Multiplier (LM) trong hồi
quy bội

I Dùng trong kiểm định với mẫu lớn, ngay cả khi điều kiện phân
phối chuẩn không được thỏa, do đó kiểm định này còn được
gọi là kiểm định tiệm cận.

I Giả sử ta muốn kiểm định H0 : β1 = β2 = 0 trong mô hình:

y = β0 + β1x1 + β2x2 + ...+ βkxk + u

I Kiểm định đơn giản nhất là kiểm định F, với điều kiện mô
hình thỏa CLRM.

I Với cỡ mẫu lớn, đặc tính tiệm cận (asymptotic) cho phép nới
lỏng điều kiện phân phối chuẩn của u ⇒ Kiểm định LM.
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Các bước tiến hành kiểm định LM

I Hồi quy y với mô hình ràng buộc (thiếu các biến x1, x2). Ước
lượng phần dư û.

I Hồi quy phần dư û đối với tất cả các biến giải thích (gọi là
hồi quy phụ - auxiliary regression):

û = δ0 + δ1x1 + ...+ δkxk + v

I Trị kiểm định được tính từ R2 của mô hình hồi quy phụ:
LM = nR2 ∼ χ2

q với q là số ràng buộc.

I Bác bỏ H0 ⇒ mô hình ban đầu bị thiếu biến quan trọng (x1

và x2).
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Ví dụ: so sánh kiểm định F và kiểm định LM

Giả sử ta muốn kiểm định H0 : β2 = β3 = 0

log(income) =β0 + β1yoeduc + β2yoexper + β3yoexpersq + β4married

+ β5school + β6public + β7foreign + β8official + u

I F = 310.83, p-value = 0.

I LM = 575.004, p-value = 0.
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Các giả định của mô hình MLR

I E (u|X ) = 0 ⇒ Ước lượng OLS là không chệch

I Var(u|X ) = σ2 (homoskedasticity) ⇒ Ước lượng OLS là
BLUE

I Sai số u độc lập với các biến giải thích, có phân phối chuẩn
với giá trị trung bình là 0 và phương sai σ2 (independent,
identically distributed - iid):

u ∼ N(0, σ2)

⇒

β̂ ∼ N(β,Var(β))
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Phương sai của sai số thay đổi (heteroskedasticity)

I Vi phạm điều kiện iid : Var(u|X ) 6= σ2

I Ước lượng OLS vẫn là không chệch, nhưng không còn là hiệu
quả nhất do sai số của β̂ không còn là nhỏ nhất.

I Các kiểm định dựa trên phân phối β̂ sai do sai số của β̂ bị sai
(t-test, F-test).
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Phương sai thay đổi xảy ra khi nào?

I Phương sai của sai số tương quan với biến khác, ví dụ số năm
học nhiều thì mức độ dao động của thu nhập càng lớn.

I Do tương quan chuỗi hoặc tương quan không gian.
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I Tương quan chuỗi (auto-correlation): Xảy ra với các chuỗi dữ
liệu theo thời gian. Ví dụ với chuỗi thời gian tương quan bậc
nhất (Autoregressive AR(1)):

yt =β0 + β1x1
t + β2x2

t + ...+ εt

εt =ρεt−1 + vt

I Tương quan không gian (spatial correlation): Xảy ra với dữ
liệu địa lý. Các quan sát có vị trí cận kề thường có tương quan
lẫn nhau.

yj = ρ

n∑
i=1

g(di )yi + βx + ε

với g(d) là hàm khoảng cách địa lý của quan sát j với các còn
lại. g(d) giảm khi khoảng cách d tăng lên.
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Kiểm định hiện tượng phương sai thay đổi

I Kiểm định Bresch-Pagan về phụ thuộc tuyến tính giữa
phương sai của sai số và các biến giải thích.

I Kiểm định White trong trường hợp tổng quát.
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Kiểm định Breusch-Pagan

Ước lượng mô hình với giả định E (u|X ) = 0 và cov(u,X ) = 0
thỏa. Ước lượng OLS vẫn không chệch và nhất quán. Chúng ta
muốn kiểm định nếu phương sai của sai số không đổi.

y = β0 + β1x1 + β2x2 + ...+ βkxk + u (1)

H0 : Var(u|X ) = E (u2 = σ2

Do E (u|X ) = 0 nên Var(u|X ) = E (u2)− [E (u)]2 = E (u2)
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Các bước thực hiện kiểm định Breusch-Pagan (BP)
1. Ước lượng mô hình (1) thông thường, tính giá trị của phần dư

û
2. Tạo biến phụ thuộc là bình phương của phần dư, û2

3. Hồi quy û2 theo tất cả các biến giải thích trong mô hình hồi
quy phụ (auxiliary regression):

û2 = δ0 + δ1x1 + ...+ δkxk + v (2)

4. Kiểm định nếu δ1,..., δk đồng thời bằng 0 trong mô hình (2)
bằng F-test hoặc LM-test. Trị kiểm định được tính từ R2

a của
mô hình phụ:

F =
R2
a/k

(1− R2
a )/(n − k − 1)

∼ Fk,n−k−1

LM = nR2
a ∼ χ2

k

5. Nếu bác bỏ H0 chứng tỏ mô hình có hiện tượng phương sai
thay đổi.
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Ví dụ kiểm định BP

I Ước lượng lại mô hình tỷ suất thu nhập từ bộ dữ liệu VHLSS
2010.

I Kiểm định phương sai thay đổi thủ công thông qua F và LM
statistic.

I Thực hiện tự động bằng Stata.
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Kiểm định White trong trường hợp tổng quát

3. Tương tự như kiểm định Breusch-Pagan ở bước 1-2, nhưng ở
bước 3 giả định cấu trúc hàm của phần dư linh hoạt hơn bằng
cách thêm bình phương và tương tác giữa các biến giải thích:

û2 =δ0 + δ1x1 + ...+ δkxk

+
K∑
i=1

δix
2
i +

K∑
i=1

K∑
j=1

δijxixj + v

4. Kiểm định bằng F-test hoặc LM-test nếu tất cả các tham số δ
(loại trừ tung độ gốc δ0) trong hồi quy phụ bằng 0.
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Kiểm định White - thực hiện đơn giản

5. Cách [4] sẽ làm giảm số bậc tự do trong mô hình, ví dụ mô
hình có 3 biến tự do sẽ có tổng cộng là 9 ràng buộc. Một hình
thức khác có thể kiểm định bằng cách:

I Tính û và ŷ từ bước 1.
I Hồi quy û2 lên biến ŷ và ŷ2 trong mô hình phụ:

û2 = δ0 + δ1ŷ + δ2ŷ2 + v

I Kiểm định δ1 = δ2 = 0 bằng F-test hoặc LM test với 2 ràng
buộc.
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Ví dụ kiểm định White

I Ước lượng lại mô hình tỷ suất thu nhập từ bộ dữ liệu VHLSS
2010.

I Kiểm định phương sai thay đổi thủ công thông qua F và LM
statistic.

I Thực hiện tự động bằng Stata.
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Ước lượng mô hình với phương sai thay đổi

Sai số chuẩn của tham số được điều chỉnh:

V̂ar(β̂) =

n∑
i=1

r̂ij
2û2

i

SSR2
j

Được gọi là:

I Heteroskedasticity-robust standard errors.

I White-Huber standard errors.

I Robust standard errors.
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So sánh mô hình tỷ suất thu nhập có và không điều chỉnh

phương sai thay đổi
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Kiểm định giả thuyết bội đối với trường hợp phương sai

thay đổi

I Heteroskedasticity-robust F-test: Stata.

I Heteroskedasticity-robust LM test.

Giả sử ta muốn kiểm định H0 : β1 = β2 = 0 trong mô hình
sau:

y = β0 + β1x1 + β2x2 + ...+ βkxk + u

Do phương sai thay đổi, kiểm định LM-robust phức tạp hơn
so với kiểm định LM thông thường.
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Các bước thực hiện LM-robust test

1. Hồi quy mô hình ràng buộc (loại trừ biến x1, x2), ước lượng
phần dư û.

2. Hồi quy từng biến loại trừ (x1, x2) lên tất cả các biến độc lập
sử dụng tại bước 1, và ước lượng phần dư r̂1, r̂2.

3. Tạo biến tương tác giữa r̂1, r̂2 với û.

4. Ước ượng mô hình hồi quy không tung độ gốc của biến phụ
thuộc z = 1 lên các biến giải thích là các biến tương tác r̂1û,
r̂2û.

5. Tính trị kiểm định từ SSR∗ của hồi quy ở bước 4,

LM = n − SSR∗ ∼ χ2
2

6. Nếu bác bỏ H0 có nghĩa là β1 6= 0 hoặc β2 6= 0 hoặc đồng
thời cả hai.
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Ví dụ kiểm định F- và LM-test khi có phương sai thay đổi

Kiểm định nếu số năm kinh nghiệm và số năm kinh nghiệm bình
phương đồng thời bằng không.

log(income) =β0 + β1yoeduc + β2yoexper + β3yoexpersq + β4married

+ β5school + β6public + β7foreign + β8official + u

I Do phương sai thay đổi, kỳ vọng F- và LM-test sẽ khác so với
kết quả ở slide 4.

I F = 185.97, p-value = 0.

I LM = 295.850, p-value = 0.
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Phương sai biết cấu trúc hàm - Phương pháp WLS

WLS - Weighted Least Square: Hồi quy bình phương tối thiểu có
trọng số.

I Giả định phương sai của sai số là một hàm số của x :

Var(u|x) = σ2h(x)

I Có thể thực hiện chuyển đổi dữ liệu trước khi ước lượng:

y√
h(x)

= β0 + β1
x1√
h(x)

+ β2
x2√
h(x)

+ ...+
u√
h(x)

I Ước lượng mô hình hồi quy dựa trên các biến đã chuyển đổi là
BLUE.
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Phương sai không biết cấu trúc hàm - FGLS

FGLS: Feasible Generalized Least Square - Bình phương tối thiểu
tổng quát khả thi.

I Thông thường giả định phương sai của sai số là hàm mũ của
x , nhưng không biết cấu trúc hàm:

Var(u|x) = σ2eδ0+δ1x1+...+δkxk

I Phương pháp FGLS sẽ ước lượng hàm của Var(u|x) để làm
trọng số trong phương pháp WLS.
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Các bước thực hiện FGLS

1. Hồi quy y theo các biến giải thích, và ước lượng phần dư û.

2. Tạo biến log(û2).

3. Ước lượng hồi quy log(û2) lên các biến giải thích, và ước

lượng giá trị dự báo (fitted value), ̂log(û2).

4. Lấy lũy thừa cơ số e của giá trị dự báo ở bước 3,

ĥ(x) = e
̂log(û2).

5. Ước lượng lại mô hình ban đầu bằng WLS, với trọng số là

1/ĥ(x).
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Ví dụ hồi quy WLS và FGLS

Sử dụng lại mô hình tỷ suất thu nhập với bộ dữ liệu VHLSS 2010.

I Ước lượng WLS nếu biết phương sai của sai số tuân theo:

Var(u|x) = σ2inc

I Ước lượng FGLS cho trường hợp phương sai thay đổi và
không biết cấu trúc hàm.

I So sánh các ước lượng sử dụng OLS,
Heteroskedasticity-robust standard errors, WLS, và FGLS.
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