Ly Thuyet Xac Suat (3):
Phan Phoi Xac Suat Pa
Chiéu




Khai quat

* Bién ngau nhién va ham phan phdi xac suat da chieéu.

 Hiép phuong sai va dong twong quan.




Phan Phoi Xac Suat Pa Chiéu




Bién Ngau Nhién Da Chiéu (1)

* Trong thuec t€, chiing ta sé gap nhiéu bién ngau nhién co6 quan
hé vdi nhau. Cac bién nay thwong dwoc goi la bién ngau nhiéu
da chiéu hay vector ngau nhién.

* Vidu:

 Thu thap s0 liéu cia mdt ca nhan, cac thong tin nhw chiéu cao, can

nang, hoc van, thu nhéap.

 Thu thap dit liéu ciia mét cong ty, nhiéu chiéu di liéu c6 thé dung dé

tim hiéu: s6 lwgng nhan vién, doanh thu, chi phi, chi phi R&D...




Bién Ngau Nhién Da Chiéu (2)

- Ky hiéu bién ngau nhién n chiéu:
X = {X{, X0, Xz o Xp,)

X con duoc goi la vector n bién ngau nhién.

* V6i treong hop 2 bién, ta c6 thé sit dung ki hiéu X va Y. Vi du: Chon nggu
nhién 1 nguodi va hoi ho vé gidi tinh va thu nhap hang thang (triéu VND).
Chting ta c6 cdp bién ngau nhién (X,Y) véi X roi rac, Y lién tuc nhu sau:

X €(0;1) :giditinh (nam, nit)
Y € [0, +o0) : thu nhap tinh bang triéu VND




Bién Ngau Nhién Hai Chiéu (1)

* Cho mot cap bién ngﬁu nhién (X,Y), chung ta cé thé biéu dién

ham phéan phdi ctia ching duwdi dang P(X =x; Y =y) = f(x; y):

X/Y Yy =1 Y =2 Y =3
X =4 0.18 0.22 0.16
X=6 0.08 0.16 0.20

- Vidw:P(X =4; Y =1) = f(4,1) = 0.18.

 Chuing ta c6 thé tinh phan phoi xac suat bién — xac suat khong

can bat ctr thong tin gi ctia bién con lai — cta tirtng bién.



Bién Ngau Nhién Hai Chiéu (2)

* COng gOp tung cot va tirng dong:

X\Y y=1 | vy=2 | v=3 P(X)
X =4 0.18 0.22 0.16 0.54
X=6 0.08 0.16 0.20 0.46
P(Y) 0.26 0.38 0.36

- Ham phan phoi bién (the marginal probability function) cho tirng bién:

Y y=1 | vy=2 | v=3 X X=1 | X=2
P(Y=9)=f() | 026 0.38 0.36 P(X = x) = fx(x) 0.54 0.46




Bién Ngau Nhién Hai Chiéu (3)

* X4c sudt c6 diéu kién P(X = x|Y = y;) - the conditional probability

function — 12 x4c sudt xay ra khi chung ta biét trudc rang ¥ = y; da xay ra.
* Stt dung dinh ly Bayes, chung tata co:

P(X =x;Y =yj)

P(X =x|Y =y;) =

P(Y =y;)
P(X =x;Y =yj)
P(Y=yj|X=x;) = P =)

* Chu y: chung ta c6 thé ki hiéu fyy (x|y) hoac fyx(¥|x)




Bién Ngau Nhién Hai Chiéu (4)

* Ttr bang:

X\Y y=1 | v= Y = P(X)
X =4 0.18 0.22 0.16 0.54
X=6 0.08 0.16 0.20 0.46
P(Y) 0.26 0.38 0.36

* Chting ta c6 thé tinh

X=4| X=6
PX|Y = 1) 0.69 0.31
P(X|Y = 2) 0.58 0.42
P(X|Y = 3) 0.44 0.56

PX=4Y=1) 018 9

P =4y =1) = PY=1) 026 13
P(X_6ly_1)_P(X=6;Y=1)_0.08_ 4
0 Y piy=1) 026 13




Tong Quat Ham Xac Suat Bién Ngau
Nhién DPa Chiéu

* D61 v6i ham lién tuc, chiing ta c6 viét ham phan phoi tich liy
dong thoi (the joint c.d.f) va ham phan phoi xac xuat dong
thoi (the joint p.d.f.) cho mot vector bién ngau nhién X =
(X1, Xy, X o X, }:

F(xq, %5, X3 ... Xp);
f(xq, %2, %3, ... Xp)

« Cac ham phéan phoi bién va phan phoi cé diéu kién cé thé duoc

biéu dién trong tu.




Cac Dac Trung Cho Phan
Phéi Da Bién




Gia Tri Ki Vong C6 Diéu Kién (1)

* Cho cap bién X va Y, chuing ta co6 thé tinh gia tri ki vong bién va ¢ diéu kién cho tirng bién.
* Gia tri ki vong c6 diéu kién (treong hop roi rac):

E(X|Y =y;) = z PE=xY =)
J PY=y ])

P(X =x;Y =y;)
E(Y|X = x; =Z : /

* Gia tri ki vong bién:

EX) =) xibX=x)=)  xfi(x)

BN =) yR(=y)=)  fr)




Gia Tri Ki Vong C6 Diéu Kién (2)

* Tw bang:

X\Y Y=1 Y =2 Y =3 P(X) X =4 X =6
X=4 0.18 0.22 0.16 0.54 P(X|Y = 1) 0.69 0.31
X=6 0.08 0.16 0.20 0.46 PX|Y = 2) 0.58 0.42
P(Y) 0.26 0.38 0.36 P(X|Y = 3) 0.44 0.56

« Gia tri ki vong c6 diéu kién E(X|Y = y;) la mot ham s6 phu thudc vao Y:
EX|Y=1)=0.69%4+4+0.31*%6 =4.26
EX|Y =2) = 0.58 % 4 + 0.42 * 6 = 4.84
E(X|Y =3) =044 %4+ 0.56 % 6 = 5.12

* Gia tri ki vong bién cho X: E(X) = 0.54 4 4+ 0.46 * 6 = 4.92




Hiép Phuong Sai Va Dong Twong Quan (1)

* Hiép phuong sai (covariance) ctia hai bién X, Y duoc tinh nhu sau:
cov(X,Y) = E(IX — E(O][Y — E(Y)])
= E(XY) — E(X)E(Y)

=) ) (x=EW) (y - EM) f(:y)

all x,y

 Hé s0 twong quan (correlation) ctia hai bién dugc tinh nhu sau:




Hiép Phuong Sai Va Dong Twong Quan (2)

« cov(X,Y) =3 X(x —EX)) (y — EQY)) f(x;y)

X\Y y=1 | vy=2 | vY=3 P(X) y
X=4 0.18 0.22 0.16 0.54 fy) 1 2 3 Jx(0)
X=6 0.08 0.16 0.20 0.46 4 018 | 022 | 0.16 | 0.54
P(Y) 0.26 0.38 0.36 * 6 0.08 | 016 | 020 | 0.46
fr &) 026 | 038 | 036

« cov(X,Y) =018 % (4 — 4.92) * (1 — 2.1) + 0.22 = (4 — 4.92) x (2 — 2.1) + 0.16 = (4 —
4.92) % (3 —2.1) + 0.08 * (6 — 4.92) * (1 — 2.1) + 0.16 * (6 — 4.92) * (1 — 2.1) + 0.20 *
(6 —4.92) * (1 —2.1) = —0.45

°* Pxy =?




Tinh Chat

* Gia tri ctia hé s6 trong quan gidi han trong khoang —1 va 1:

—1 < Pxy <1
 Hai bién X, Y d6c lap:

cov(X,Y)=0

pxy =0

* Diéu nguoc lai khong diang.




Bién Ngau Nhién Doc Lap (1)

- Hai bién ngau nhién nhién X va Y dwoc goi la doc 1lap
(independent random variables) khi va chi khi voi moi gia tri
X,V:

fy) = fx(x) fr(¥)

» Khai niém ddc 1ap c6 thé dugc khai quat cho ba hay n bién ngau

nhién vdi diéu kién sau:

flx1, %0, X3 0, X)) = fx, (X1)fxz (x2) ---an(xn)




Bién Ngau Nhién Ddc Lap (2)

Khi hai bién X va Y dgc lap, chiing ta c6 cac tinh chét sau day:

* Phan phdi co6 diéu kién khong phu thudc vao bién con lai:
fX|Y(x Y = J’j) = fx(x)
leX(y X=x)=fyy)

* Ki vong c6 diéu kién E(X|Y = y;), E(Y|X = x;) khong phu

thudc vao gia tri ctia bién con lai.




Biéu Dien Hai Bién Phan Phoi Chuan
(Bivariate Normal Distribution)

Multivariate Normal Distribution
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Source: https://en.wikipedia.org/wiki/Multivariate normal distribution



https://en.wikipedia.org/wiki/Multivariate_normal_distribution

Minh hoa dwong déng mirc
(contours) cho ham phan

phoi xac suat dong thoi

. Du:cmg dong mitc la c6 dinh ting
mitc xac suat (cat lat doc hinh ba
chiéu), va chon tat ca gia tri (x,y)
thanh timg hinh tron hoac elip. Sau

do, chiéu ting hinh do xuong mat
phang hai chiéu. Nhiéu duong
dong muic sé hinh thanh cac biéu do

nhw ben phai.

+ Tung ham phan phoi xac suat dong
thoi khac nhau sé cO cac dang

dwong dong mic khac nhau. 2 0 2 2 0 2

Source: https://en.wikipedia.org/wiki/Multivariate normal distribution



https://en.wikipedia.org/wiki/Multivariate_normal_distribution

Tong Két

Ham phén phéi xac xuit dong thoi | Ham phan phéi xac suat bién

Ham phan phdi xac suat c6 diéu kién

PX=x;Y=y) P(X =x); fx(x)
fxy) P =y) fr)
« Ham tong quat mo ta xac suat « Ham phéan phoi riéng cho X
chung cho cap bién X va Y. ma khong quan tam dén gia
« Ham nay phai co gia tri cho ca X tricuaY.
vay. « Ham nay khong phu thuoc

vao gia tri cta bién con lai.

* Ki vong (trung binh) bién -
E(X) hoac E(Y) — la mot gia
tri.

PX =x|Y =y); fry(xly)

P(Y = y|X = x); fY|X(x| y)
Ham phan phoi cta X cho biét truedce cac
gia tri Y khac nhau da xay ra.
Ham phan phoi nay phu thudc vao gia tri
cua ca bién, trir khi hai bién nay la hai bién
doc lap.
Ki vong (trung binh) c6 diéu kién —
E(X|Y = y) hoac E(Y| X = x) — la mot ham
cta bién con lai (trtr truong hop 2 bién doc
lap hoac lién hé phi tuyén tinh).




Ly Thuyét Xac Suat: Tong Két

* Céc khai niém co ban vé xac suat: phép thir (experiment), bién co (events), xac
sudt co diéu kién va dinh ly Bayes.

» Bién ngau nhién, ham xac suat (p.d.f. va c.d.f.): P(X = x), f(x), F(x).
* Phéan phdi (roi rac) binomial, phan phai (lién tuc) chuan.
* Gia tri ki vong, phwong sai, d6 1éch chuan, trung vi,...

» Bién ngau nhién da chiéu va phan phéi ctia n6 (the joint p.d.f). Ham phan phdi
bién va cé diéu kién (the marginal and conditional distribution functions).

* Bién ngau nhién ddc lap.

 Hiép phuong sai (covariance) va hé s6 twong quan (correlation).
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